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0. Propiedades

my; MMy2 M3
M= | ma1 max mMmo3
m31 13z 133

Definiciéon: Las filas tienen médulo 1 y son ortogonales dos a dos.

Puede demostrarse que con esta definicion también las columnas tienen modulo 1
y son ortogonales dos a dos.

Es una rotacién de angulo 6 respecto a una recta. La parametrizacion en funcion
de @ y de los cosenos directores de la recta es la 4 de este documento.

m11+m22+m33:1+2c089 |M‘:1
cosf — T + Mgy +mgz — 1 mg3 = cos(dngulo de inclinacién)
2
M11M22 — M12M21 = M33
VI Emagtmptmey ) ) ) ) )
1= 2 — 085 My 4 Mg 4 My + My = 1+ my;
My = MaiMsgs = Ma3iMss (g + mar) (1 + mz3) = mazmzy + Ma1zmay

My = M23M31 — MM211M33
mMiy3 = Ma1M32 — M22MN31
Moo = M33M11 — M311M13
Ma3 = Mg31Mi2 — M32Mi1 = (1 9 )
_ mia(lL —Mm = Ma3Mgz1 — 11313217133
Moy = Mg32M13 — M33M12 33
mg33 = M11Mo2 — M12M21
m3; = M12Ma3 — MM131M22
mgg = M13Mo1 — M111M23

Si 6§ = 180° la matriz es simétrica. Véase la parametrizacion de estas matrices en
la matriz 4.

El criterio seguido a lo largo de este documento es que un giro en el plano de
anglo 6 es de la forma (COS@ —send ) Esto se corresponde bien con un giro ¢ del espacio

senf  cos @
en sentido antihorario, bien con un giro # de los ejes en sentido horario.



1. Q0K

—m/2 <P <7/2
cosK —senK 0 cos® 0 send 1 0 0
M= | senK cosK 0 0 1 0 0 cos) —sen()| =
0 0 1 —sen® 0 cosd 0 senf cos ()

cosKcos® cosKsenQsen® —senKcos) cosKcosQ2sen® + sen K sen 2
sen K sen Qsen ® + cos K cos ()
sen 2 cos @

sen K cos @ sen K cosQsen ® — cos Ksen 2

—sen® cos 2 cos

Si @ estd préximo a +90° los valores de Q y K no estan bien definidos, pero: Si ® ~ 90°,
K — Q est4 bien definido y debe respetarse; si ® ~ —90°, K + € est4 bien definido y debe

respetarse.

sen(K— Q) = M2s — 2 cos(K — Q) = Moz + M3
1—mg; 1—msz
sen(K+ Q) = _mas + Mz cos(K+ Q) = M2z — 3
1+m3; 1+ma
2. K072<—Q>,K1
0<i<m
cosK; —senK; 0 1 0 0 cosKy —senK, 0
M= | senK; cosK; 0 0 cosSt? seni sen Ko cosKog 0| =
0 0 1 0 —seni cost 0 0 1
cos KjcosKg —senKjsenKgcost —cosKisenKg —sen K cosKgcosi —senKjsent
sen Kj cosKg + cos Ky senKgcosi —senKj sen Kg 4+ cos Ky cos Ky cost cos Ki seni
—senKysent —cosKgseni CoS 1

Si 7 esta proximo a 0° o 180° los valores de Ky y Ky no estdn bien definidos, pero: Si i ~ 0°,
K; + Kq esta bien definido y debe respetarse; si i &~ 180°, K; — K estd bien definido y debe

respetarse.
ma1 — M2
sen(K; + Ko) = ———
- o) 14 ms3
m m
sen(K, — Ko) — 2Lt M2
1—msz

mi1 + Mmoo

cos(Ki + Kg) = ————
( )= T

cos(K; + Kp) = M — M2z
1-— ma1



3. K07i(Q)7K1

0<i<m
cosK; —senK; 0 1 0 0 cosKg —senKy 0
M = [ sen K; cosK; 0 0 cost —sent sen K cosKg 0| =
0 0 1 0 sent Cos 1 0 0 1
cos KjcosKg —senKjsenKgcosi —cosKjsen Ky — sen Kq cos Kgcos i sen K sen ¢
sen Kj cosKg + cosKysenKgcosi —senKjsenKg+ cosKqcosKgcost —cosKjseni
sen Kgsen ¢ cos Kp sen 1t Cos i

Lo dicho respecto a i en la parametrizacion anterior es también de aplicacién en esta, y las
férmulas son las mismas.

4. &7/67fy79
A+ F+r=1, 0<f<m

1—(B24+~*)(1 —cosf) —vysenf+af(l—cosf) Bsenb+ya(l — cosh)
M= | ~vsenf+af(l—cosf) 1—(a?+F%)(1—cosf) —asend+ By(1— cosbh)
—Bsenf + ya(l —cosh)  asenf + By(1 —cosf) 1— (7% +a?)(1—cosb)

Si 0 = 180°:
—14+2a* 208 200y
M = 203  —1+23* 2By
2y 20~ —1+292

En esta parametrizacion y las que siguen hasta la 10, cerca de la singularidad: 6 ~ 180°,
el signo de los parametros no esta bien definido pero si el signo de sus productos dos
a dos, y debe ser respetado.

Las parametrizaciones que siguen son todas de la forma

1—3(¢* + k)  —sk+ two S + Sthw
M = sk+ ttwy 11tk +w®)  —sw+ ttor
—s¢ + tkw sw+ ttor 1 —it(w? + ¢7)

diferenciandose tinicamente en s y t, funciones simétricas de los parametros.



5. a,b,c (af)
En la parametrizaciéon anterior hacemos fa = a, etc.

0 =+Va?+b*+ 2, 0<0<m.

sen 6 1 1 —cost
o=—0—  T=
0O —c b
Sea A = ¢ 0 —a|. Por el significado de a, b y ¢ se cumple para cualquier n la
—-b a O

1
ecuacion M = M’; , .. Cuando n es muy grande se tiene M ~ I+ —A, de donde
n

a b c
n'n'n n’n’n

AA L AAA AT
2 3! 4!

n—~o0

1 n
M = lim <I+—A) = =T+A+
n

1-1r(b*+¢%)  —oc+ irab ob+ 37ca
M = oc+irab  1-ir(@®+0*) —oa+ itbe
—ob + 17ca ca+itbe 11— 1ir( +d?)

Si # no esta préximo a 180°,

myy + Mag +mgz — 1
2

cosf =

Mo — My2 0= M3z — Ta3 b— my3 — M3

€= 20 20 20
Si cosf > 0,998 (6 < 3°6), se puede obtener o como:
62

20° con un error menor de 4-107*

ﬂz%(l—cos@), o=cosf+ [ —

En caso contrario, sea por ejemplo my; = max{myy, mas, ms3}:

o — 1+my — moe — mgs
3 — (may + maa + mg3)’

sgn o = sgn(mgy — Mmag3)

M3o — Mag 1 1+ cose
sene = —————=- 0=m—¢ T=———
200 0
mi2 + Moy mi3 + M3y
a=0o b= —F—— c=—7——
iTCL iTCL

Si el maximo fuese moy 0 M3z, se obtienen los valores rotando los indices y las letras
en las férmulas anteriores.



6. w,p,k (a2senf/2)

En la parametrizacion 4 hacemos w = a2 sen g, etc.

q:\/l—iwz—iqbz—imz:cos%
=4q

5= t=1
1— %(qﬁz +KY) —qr+ %wqb qo + %Faw
M = g+ swod 11— +w?)  —qw+igk
—q¢ + KW qw+ 3ok 1— 1w’ +¢%)

Si ¢ no es muy pequeno,

2¢ = /1 +my; + mas + mas

Mo — M2 Mgz — Mag

T YT T Ty

En caso contrario, sea por ejemplo my; = max{myy, mas, ms3 }:

miz — MM3i

w =1+ my —mgy — ma, sgnw = sgn(msy — Mag3)
¢_m12—|—m21 o — mi3 + Ma3;
w w

Si el maximo fuese moy 0 Mmg3, se obtienen los valores rotando los indices y las letras
en las férmulas anteriores.

7. w, 0,k (a2tanf/2)

En la parametrizaciéon 4 hacemos w = a2 tan g, etc.

1 o0 1+cost
5 5 = C08 o= ————
1+ 7 W+ ¢? + K?) 2 2

p:

(P +K) Rt Gt R
M=I+N=T+p| w+zwp —3(+u7) —wion |=

—¢+%/<cw w+%¢ra —%(w2—|—¢2)
L —px  po —(¢” + K°) we Kw
pe 1 —pw |+ P wo — (K% 4+ w?) oK
2
—po  pw 1 Kw Ok —(w? + ¢%)



Si p no es muy pequeno,
1+ mi1 + Moo + M33
2p =
2
H_mm—mlz w—m32_m23 ¢ =
2p 2p 2p
No conviene emplear esta parametrizacion cuando p es muy pequeno.

miy3 — M3y

8. w,p,k (asend)

En la parametrizacion 4 hacemos w = a:sen 6, etc.

1 1
1+\/1_(w2+¢2+,€2) "~ 1+cosd

q:

s=1 t=2q

1—q(¢* +K%) —k+quo ¢+ qrw
M = K+ quo 1 — q(k?* + w?) —Ww + qoK
—¢ + qrw w+ qoK 1 —q(w?+ ¢?)
k= %(7"121 - mlz) w = %(m32 - m23) ¢ = %(7"113 - m31)

Esta parametrizacion se puede emplear para rotaciones pequenas, tomando en ¢ el
signo de la raiz cuadrada como positivo, o en torno a 180° tomando el signo de la
raiz cuadrada negativo. Para valores de giro en torno a 90° esta parametrizacién no se
puede emplear porque una misma terna (w, ¢, k) parametriza dos rotaciones distintas
y porque variaciones apreciables de la matriz suponen variaciones muy pequeias de

los parametros.

9. Primero, segundo y tercer orden

Todas las parametrizaciones w, ¢,k asi como €2, ® K y a,b,c son en primer orden

iguales a
1 —k ¢
M, = K 1 —w
- w 1

Todas las anteriores excepto €2, ®, K son en segundo orden

1 —(¢* + K?) we Kw
My =M; + = w —(K? 4+ w?) Ok
2 KW Ok —(w? + ¢?)



Sus componentes de tercer orden se diferencian en factores constantes. Para a, b, ¢ es

A3 92 a® 4+ > + 2 0 —c b
F e _FA = 76 C 0 —a
—b a 0

Sea 1 = (ay,by,c1) los pardmetros de la matriz M, v @y = (ag, by, c2) los de My, en
la parametrizacion (a, b, c). Los de MyM; son

— — — —
v = U1+ U2—|— ’Ug"‘"'

:(72+71)+%(72><71)+é(u2— ul)x72+---

10. Derivadas sencillas

En lugar de escribir M = M(w + dw, ¢ + d¢, k + dk), el incremento se aplica como

1 —x o my; MMz M3
M:MAMOI K 1 —w ™TMo1 1Moy 13
—¢ w 1 mg3p g2 133
Las derivadas son
0 0 0 m m m
81\/[ 81\/[ 31 32 33
_— = —Mm3y —Mgey —1M33 —_ = 0 0 0
Ow 0o
may maa ma3 —mi1 —Mi2 —Ma3
—m —m —m
OM 21 22 23
- = myy mio mis
Ok
0 0 0

Una vez obtenidos (w, ¢, k) se puede calcular una matriz My exacta mediante una
qualquiera de las parametrizaciones que coinciden en primer orden. Por ejemplo la 6,
que no incluye raices cuadradas ni razones trigonométricas.

Maés aun, si como sucede habitualmente tenemos

x X
yl=M|Y
z Z
y escribimos M = MaM,, las derivadas son
0z /0w =0 0x/0¢p = z oz 0k = —y
Y /0w = —=z dy/0p =0 Jy/0k = x
0z/0w =y 0z/0¢p = —x 0z/0k =0

7



En la expresién anterior (X Y Z) puede ser a su vez el resultado de una expresion
complicada. Lo tinico que importa es

x
y | = MaMy - algo mas
z

11. Conmutatividad

Las matrices de rotacion no satisfacen la propiedad conmutativa respeto al producto.
Se cumple sin embargo si las dos rotaciones que se multiplican son respecto al mismo
eje. En la parametrizacion 9 esto significa valores a, b, ¢ proporcionales. En general

MiMa = MyMa(M7'M) = (MyMaM; )My = (M;MaMT )M,

Si M es muy pequena entonces, en primer orden,

mi1 Miz Ma3 0 —k ¢ mi1 Mo1 M3
M;Ma = o1 Moz TNag I+ R 0 —w M1z Moz TN32 M,
m31 M3z 1133 - w 0 Mz Moz 1133
Mgk — Mi3@ M3w — Mk M1 — Mipw mi1 MMo1 M3
= I+ | mogk — Moz moszw — Motk Mg — Mopw M1z Moz M32 M,
M3ak — M3z M3gzw — Mz1K M31) — Mzow mi3 Moz M33
1 —(mg1w + m320 + mask) Mo1w + Mo + Magk
mz1w + M3ap + masgk 1 —(muw 4+ mia¢ +muzk) | My
—(maw + Mg + Mmask) muw + mi2¢ + mizk 1
Es decir,
1 —k @ 1 -k ¢
M K 1 —w]| = K 1 - | M
—¢ w1 |
con
w' mi1 Miz Mig w w
Cb, = | M21 Ma2 M23 ol =M{|¢o
Ii, ms31 MT3o m33> K K



